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UNE CLASSE D'ENSEIBLES RECURSIFS: 


Dans cet article on construit une classe d'ensembles 
récursifs, on établit des propriétés de ces ensembles 
et on proposé des applications. Cet article élargit 
quelques résultats de [1] 


1) Définitions, propriétés. 
On appelle ensembles récursifs les ensembles d'éléments qui se 
construisent de manière récursive 3 soit T un ensemble d'éléments 
et f. pour i compris entre l et s, des opérations n -aires cd 

i n 


. i A ; a 

gue f. : T = T. Construisons récursivenent l'ensenble 4 in- 
-i 

clus dans T et tel que : 


(déf.1) 1°) certains éléments CARTES de T, appartiennent à i. 


2°) sie, pe, appartiennent à 4, alors 

1 ni 
fE., sex. ) appartient à 1 pour tout ie es 6te 
1 À. ins . Š 2 


3°) chaque élément de M s'obtient en appliquant un nombre 
fini de fois les règles 1° ou 2°. 


Nous allons démontrer plusieurs propriété. bs de ces ensembles mM, qui 
.découlcat de la façon dert ils ort ét4 définis. 

L'ensemble M est le reprsentant d'une classe d'ensembles récursifs 
parce que dans les règles 1° et 2°, en perticularisant les éléments 
Apres 9 respectivement SELLEL , on obtient des ensembles 


différents. 


bservation 1 : Pour obtenir un élément de M, il faut nécessaire- 
| 3 


ment appliquer d'abord la règle 1. 
(déf.2) Les éléments de ii s'appellent éléments :-récursifs. 
(déf.3) On appelle ordre d'un élément a de M le plus petit naturel 
p > 1 qui à la propricté que a s'obtient en appliquant p fois les 
règles 1° ou 2°, 

On note M. l'ensemble qui CORRE tous les éléments d'ordre p de 
4, Il est évident que w ={e,,...,2, } \ : 


#, Of <i ERE x 


in in 
€ mt 


On soustrait M car il est possible que £e 200 3. ) =a" gui 


: 1 nj 


a 


appartient À As et donc pas à Det 


On démontre que pour k 21 on a: 
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ses , 
où chaque mo -$ Gegar ) or £ M je(,2,..n,\ : 


i ; 
1 (a, ee et au moins un élement “à E L 
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Les ensembles 4 ; peN , forment une partition đe l'ensemble i. 


Théorème 1 : 


EEE, M= WGA; 4 7 où nf = {2523351} 


peN” 


Preuve. De le règle 1° il résulte que 1€ M. 


On suppose que cette propriété est vraie pour des valeurs infé- 
rieures à p. Il en résulte que Le dy parceque Le est obtenu 
D 


Fy 


en appliquent la règle 2° aux éléments de 


() 4. 


i=l 


Donc (7a Œ M, réciproquement ; on a l'inclusion en sens 


contraire cu accord avec 1a règ 


èg 
Thcorème 2 : L'ensemble 4 est le plus petit ensemble qui ait les 


Do 


propriétés 19° et 2°. 


Preuve : soit R le plus petit ensemble ayant lcs propriet:s 1° 
et 2°, On va démontrer que cet ensemble sst unique. 

Supposons qu'il existe un autre ensemble n' ayant les proprié- 
tés 19 et 2° et qui soit le plus petit. Comme R est le plus pe- 


La 


tit ensemble ayant ces propriétés, et puisque R' les possède 
aussi, il en résulte que R CR! ; de manière analogue, il vient 


R'E R : donc R = à". 


Il est évident que LT R., On suppose que 


LR R pour 1 {i [Pe 


Alors (règle 3°), et en tenant compte du fait que chaque élé- 
ment de H est obtenu en appliguant la règle 2v à certains élé- 


ments de M, 1<i< il en résulte que 
9 ` K , ; 
Mo bee se des a 
ra a R log X7), cd AG nr. Et comme 
p 7 


Da ; 
Observation 2. Le théorème 2 remplace la règle 
récursive de l'ensemble M par : "Į est le plus 
faisant les propriétés 1° et 29 "e 
Théorème _3_: M est l'intersection de tous les 


Preuve : soit To la famille de tous les 


faisant les conditions 1° et 2°, Soit I = 


I a les propriétés 1° et 2° parce que à 


— 


M © Re Donc 
D 


R est unique, M = Re 


39 de la définition 
petit ensemble satis- 


ensembles de T qui sa- 


ensembles de T satis- 


A< Tio 


1) Pour tout if {29 a, £ I , parce que 8, € À pour 


ji" 


tout À de T e 
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2) Si A: 5%, € I , il en résulte que x, HET 
| 1 nj , l ni 
appartiennent à A quel que soit A de Tip” Donc, Hie {1,2,.,6 } 
A quel que soit À de Dé Le 
i. . 
P Ci seac )E€ I pour tout i de { Lo25...s8 } P 
ni ` 
Du théorème 2 il résulte gue M €I. 
Puisque M remplit les conditions 1° et 2°, il en résulté que 


donc 


HET 5. d'où ISM. Donc M=I. Le 
Déf..) Un ensemble A&I est dit fermé pour l'opération f; ssi pour 
Es 9 
ee - AE € è m ooo 
tout LU Sra de À, on à fi, Ci as K ) 
; l i 
appartient à A, i | E 


(Déf.5) Un ensemble A T est dit fermé M-récursif ssi : 
1) (apea hE Àe 
2) A est fermé par rapport aux opérations fjseessf e 


Avec ces définitions, les théorèmes précédents deviennent : 
Théorème 2' : L'ensemble M est le plus petit ensemble fermé d-récur- 


sif. 
Théorème 3! :.“ est l'intersection de tous les ensembles fermés M — 


récursifs. 
(Déf.6) Le système d'éléments CEE DE my 1 eve, €E T 


pour i € 11,2,...,m l constitue une description i-récursive pour l' 
élément `, sin = £ et que chaque £; Gesn y ) satis- 


fait au moins l'une des propriétés : 

1), € RULES: . | 

2)o€ s'obtient à partir des éléments qui le précèdent dans le sys- 
tème en appliquant les fonctions f. s l gi [s ; définies par la pro- 


priété 29 de (dóf.1). 
(Déf.7) Le nonbre m de ce système s'appelle la longueur de la descrip- 
tion M-récursive pour 1'’élénont o<. 


Observation 3 : Si l'élénent oí adnet une description récursive, a- 


lors il admet une infinité de telles dcscriptions. 
En effet, SİLK seee o< z ` est une description M-récursive de 
pa ii 


ol., 2lors « ajseeo °° 9 <s eo o9 OL T > est aussi une descrip- 


h fois 
tion li-récursive pour ef, h pouvant prendre toute valeur de N ° 
Théorème 4_: L'ensemble M est confondu avec l'ensemble de tous les 
éléments de T qui rdmettent une description M-récursive, 
Preuve : soit D l'ensenble de tous les £léments qui admettent 
une description M-récursive, Nous allons @irontrer par récurren— 
ce que 4 = D pour tout p de N*. 


Pour p = l ona; E n ae ; et les aj ; HS S 3 
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admettent comme description M-récursive 5 <a> e Ainsi. 
La D. Supposons que la propriété ost vraie pour les valeurs 


inférieures à p. M est obtenu en appliquant la règle 2° aux 
p-l ` 

élénents de KeA Mos <E 4, entraîne œ € f,(oe, pe zi Kin) 
= i 


etk; € M; pour h, <? et 1 Çi Lan: 


“ais 3? 1 [<i Li , admet des descriptions i-récursives d' 


après l'uypothèse de récurrence, soit <B;+ Pis | > 


Alors € fB13°-"") P PR a Pag Pape B ni Sa 1XY 


i 


“constitue une description M-récursive pour l'élément  . 
Donc si ol appartient à D, alors # ŒD , càd ii = U74 ED. 
p * 2 à 
$ D € N Pi 
Réciproquement, soit x appartenant à D. Il admet unc descrip- 
tion M-récursive L basee b D avec b =X . Il en résulte par 


récurrence sur la longueur êe la description M-récursive de 1' 


élément x , que x € H. Pour t = 1 s On à QUE 5 b. = xX et 


b€ CEA On suppose que tous les éléments y de D 
qui admettent une description ï“-récursive de longueur inférieure 
à t appartiennent à M. Soit x € D, décrit par.un système de lon- 
gueur t : A > , b, = x. Alors xE Gagre eag E, 
ou bien x est obtenu en appliquant la règle 2° aux éléments qui 
le précèdent dans le système : CELLES E Mais ces éléments 
admettent des descriptions M-récursives de longueurs inférieu- 
` à À . | ] 1 A `~ 
res à t < b> ; Pb, > ace Parcs > . D'après 


l'hypothèse de récurrence, bjsss eab; 1 appartiennent à M. 


Donc bi appartient zussi à M. Il en résulte que M= D. 
Théorème 5_: Soient Bjsstole ces éléments de T qui s'obtiennent à 
partir des élénents Moser en applieuant un nombre fini de fois 
les opérations ff, 


ment de la façon suivante s 
1) Certains élments asee. sā sba seee bo de T appartiennent à M. 
n 


2) M est fermé pour les applications i savec 1€ 1925.58 |. 


300 OÙ f Alors M peut être défini récursive- 


3) Chaque élément de M est obt:nu en appliqurat un nombre fini de 
fois les règles (1) ou (2) qui précèdent. 
Preuve : évidente. Comme breee ba appartiennent à T, et s'ob-. 


tiennent à partir des élcments aree eaP de M en appliquant un 
nombre fini de fois les opérations fjs il en résulte que 


b. 5-99 appartiennent à M. 
I: q 


Théorè 


m 
n 


ëe_6_: Soient g. ; l € j {ro äcs opérations n,-2ires , càd 
J VOA d 
à 


à ces opéra- 


ë; se T dunes T , telles que # soit fermé par rapport 
tions. Alors M peut être défini récursivement de 12 façon suivante s; 
1) Certains éliments se..se,, de T appartiennent à H, 
2) M est fermé pour les opéra tions f j eGo Y} et 


8; ? je{1,2,...,r) . 
3) Chaque élément de M est obtenu en appliquant un nombre fini de 


fois les règles nrécédentes. 
Preuve facile : comne À est fermé pour les opérations 8; (avec 


0e £ t es PA d 
ie{1, 2, 23 }, on a , quels que soien Liv ga e 
M, galee arei n JMpour tout PE eE e 
Les théorèmes 5 et 6 entraînent : 
Théorème 7_: L'ensemble “ peut être défini récursivement de lə façon 
suivante : 
1) Certains éléments Bec TEREZE de T appartiennent à il. 


2) M est fermé pour les opérations i Ge, 2.8) ) et pour 
les opérations 8; GEG.) définies précédemment. 


3) Chaque fliment de M est défini en #ppliquant un nombre fini de 
fois les 2 règles précédentes. 


Déf.8) L'opération f; conserve la propriété P ssi quels que soient 


les éléments of, re.) Aa ayant la propriété P, f ec; ain ) 
i A 
a la propriété P. 


Théorème 8 :; Si aaeeea? ont la propricté P, et si les fonctions 
RS mn à F 


Piresesf, conservent cette pronrièts, alors tous les éli:nsnts de M 


ont la propricté P. i nie 
rreuve : M = ||) H . Les Sliments de 4, ont l% Dronriété pP. 


N x D + 
Supposons que les Climents de i pour i < p ont la propriété Pů, 


Alors les él:nents dc M l'ont aussi parce que M s'obtient en 
D 


p 
Apr ann les opérrtions Fiseocsf, wux éléments de 2: 

UJ H,  élénents qui ont ka propriéts: P. Donc, quel que gqoit 
: i i ; p 

i=l p de NJ , les éléments de M ont la propricté P. 


. Donc tous les élóments de : l'ont. 
Conséquence 1 | Soit 12 propriéts P : "x peut être représenté sous 
la forme F{x) " 
Si aaeeea eee être renrésentés sous la forme s(a,)..., ros- 


4 


pectivement F(a) 


d 


, €t si Fisosest conservent la propriété P, alors 
tout élément œ< de M peut être représenté sous 12 forme F(ec). 


Rem : on peut trouver encore d'sutres def. Squivalentes de M. 


Lt 
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2 = APPLICATIONS , EXEIPLES . an. 

Dans les applications, certaines notions gènérales comme : élé- 
ment il-récursif, description -récursive, ensemble fermé :-récursif 
seront remplacés par les attributs caractérisant l'ensemble 4, Par 
exemple dans la théorie des fonctions récursives, on trouve des no- 
tions comme : fonctions primitives récursives, description primiti- 
ve récursive, ensenble fermé primitivement récursif. Dans ce cas "H" 
a été renplacé par l'attribut "primitif" qui caractérise cette clas- 
se de fonctions, mais il peut être remplacé par les attributs "géné- 
ral", "partiel", l ; 

En perticularisant les règles 1° et 2° de la déf.1 , on obtient 
plusieurs ensembles intéressants : 


Exemple 1 : (voir [21 , pages 120-122, problème 7.97), 


Exemple 2 : L'ensemble des termes d'une suite définie par une 
relation de récurrence constitue un ensenble récursif, 


| . SA 
Soit la suite : à, = Pare pre nak- , pour tout n de N°, 


avec à, =a? p 1 Li<k. On va construire récursivement l'ensem- 
i i > S 


ble A= {n}nex* 
d'un élément dans l'ensemble A : | | TE 
1?) Bree. sag appartiennent à À, et chaque ai (1 {i <E) occupe 


et on va définir en même tems la position 


la position i dans l'ensenble À 3. 
2°) si 8, appartiennent à À , et chaque aj » pour 


CRE = - s4 > 2 ' oale 
n Ci QUE l ,; occupe la position j dans l'ensemble A , alors 


n E E, 
dans l'ensemble A. son y% 
3°) chaque ślćment de B s'obtient en appliqurnt un nombre fini de 
fois les règles 1° ou 2°, 


: 2 p : 
Exemple 3 : Soit G = {eataa N -i Yun groupe cyclique en- 
gendré par l'élément a. Alors (G, .) peut être défini récursivenent 
de la façon suivante : 


1°) a appartient à G. 

2°) si b et c appartiennent à G alors b.c appartiennent à G, 

3°) chaque élément de G est obtenu en appliqurnt un nombre fini de 
fois les règles 1 ou 2. j 


Exemple 4 : Chaque ensemble fini ML = {x 3Xngese 9X V peut ĉ- 
tre défini récursivenent (avec ML& T) : Da A. | 
1°) Les ¿l ments Xj5ee.sX de T appartiennent à AL. 
2°) Si a appartient à ML , alors f(a) appartient à AL, où f:T—> T 
telle que f(x) =x; 
3°) Chaque élément de ML est obtenu en appliquant un nombre fini 
de fois les règles 1° ou 2°, 


> 
Exemple 5 : Soit L un espace vectoriel sur le corps commutatif K 
et À se une base de L. Alors L peut être défini récursivement 
m 


de la façon suivante : 


Li 
LA 


1°) Xj5+.X appartiennent à L ; 


2°) si x, y appartiennent à L et si a appartient à K, alors 
xX L y appartient à L et a% x appartient à L. 

3°). chaque élément de L est obtenu récursivement en appliquant un 
nombre fini de fois les règles 1° ou 2°. | ; 
(Les lois L et Æ% sont respectivement les lois interne et externe 
de l'espace vectoriel L). | Ta 


Exemple 6 : Soient X un A-module, et MC X (M Z Ø), avec 


M = XNA : . Le sous-module engendré par M est : 
i ig I 


CHS =s(xex / X = x) + eoe + re 4 € À) x, € M, ref) 
peut être défini récursivement de la façon suivante : ` 
1°) pour tout i de{1,2,...,n1 >» Xe CMD ; 
i 


2°) si x et y appartiennent à <M>» et a appartient à A , alors 
x + y appartient à C MS , et ax aussi ; | K | 
3°) chaque Sliment de < M` est obtenu en appliquant un nombre fi- 
ni de fois les règles 1° ou 2°, À | 


En accord avec le paragraphe 1 de cet article, <ï est le plus pe- 
tit sous-ensemble de X vérifiant les conditions 1° et 2°, c'est-à-di- 
re que € MS est le plus petit sous-module de X incluant M. HS 

est aussi l'intersection de tous les sous-ensemebles de X vérifiant 
les conditions 1° et 2°, c'est-à-dire que < 5 est l'intersection 

de tous les sous-madules de X qui contiennent M. On retrouve ainsi 
directement quelques résultats classiques d'algèbre. 

On peut aussi parler de sous-groupes ou d'idéal engendré par un ensem— 
ble : on obtient ainsi quélques applications importantes-en algèbre. 


Exemple 7 : On obtient aussi comme application la théorie des 
langages formels, parce que, comme on le sait, chaque langage régu- 
lier (linéaire à droite) est un ensemble régulier et réciproquement. 


Mais un ensemble régulier sur un alphabet e = RU y peut 


ètre défini récursivement de 12 façon suivante : 
1°) Ø {E} {a} LE (a appartiennent à n. : l | 
2°) si P. et Q appartiennent à R, alors PU, PQ, et P app. à R y 
avec PUQ = {x/xeP ou zely ; PQ = {xy/xer et y& a}; et 
P= 17 RE Po a P,Ps.. P et, par convention, p° = {E} $ 
DE 


n fois 
30) Rien d'autre n'appartient à R que ce qui est obtenu à l'aide 
de 1° ou de 2°, 
D'où plusieurs propriëtés de cette classe de langages avec applica- 
tions aux langages de programmation, 
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